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GRUPOS DE TRANSPORMACIONES DEL PLANO VIA LOS NUMEROS COMPLEJOS 
Enzo R. Gentile 
O. I NTROOUCC 1 ON 
El objeto de esta expósfci6n es la determinación de ciertos gru-
pos de transfo1~aciones del plano utilizandb 1• e~tructura adicional 
dada por identificación del plano coordenado R1 con el cuerpo dé los 
números complejos (Plano de Gauss). M~s precisamente determinaremos 
e 1 g1tupo w.cLúleó ( (R1 ) de R1 • es decir e 1 grupo de todas 1 as trans 
formaciones de R1 que preservan la distancia eucltdea: 
y 
O sea, fE E(R1 ) st y sOlo sf cualesquiera sean x.y en R1 
d(x,y) • d{f(x), f(y)) 
Se suéle decir que una tal transfonmaci6n es "dgida". Las mismas 
consideraciones permlt1r~n obtener un grupo m~s grande que el eucltdeo, 
a saber e 1 glt.upo de t..úniU.,t.udu. lle R1 , Si m(R1 ) • Una s hhi 1 1 tud es, por 
definición, toda transformaci6n f de R con la propiedad que existe 
r E R , r > O ta 1 que 
d(f(x), f(y)) = r.d(x,y) 
En ot_ros t~nminos, las similitudes son las composiciones de transforma 
clones rtgidas y homoteclas. 
Recordemos que (de acuerdo con el famoso Plt.og~ de ~g~n* de 
Felh Klein, octubre de 1872) cada grupo G' de transforma~iones de R1 
~a 1 uga r a una geome-Wa, e~ de el r, e 1 es tud 1 o de 1 as pro pi edades de 
subconjuntos de R1 invariantes por G. 1\st E(R1 ), determinar6 la 
geome.tlúa lwc..Ude.a. En eHa geometría podemos por ejemplo .analizar la 
• Se refiere a la dlsertac16n Inaugural del matemático alemán Fellx 
Kleln (18~9-1925) al Incorporarse como proresor en la Universidad· de 
la ciudad de Erlangen (Alemania Federal), Su título: "V.erglelchende · 
lJ 
Be t rach tunge n Ube r neue re geome t r lsche Fo rschungen", en octubre de 18 72. 
El ''Programa" de Kleln consiste en clasificar cada ram.a de la geometrfa 
como teorfa de !~variantes de un cierto grupo de transformaciones. Asf 
la Ceom<!tda Eucl rdea es el•·estudio de los Invariantes del grupo de trans 
formaciones del plano que preservan la distancia, la Geometlt.14 P~oyee- -
Uva, la Topolog.lá, etc. entran en este "programa". 
,, 
14 
noc:i On de congruenct a de po lt gonos. Dos po 1f gono s P y P' son cong~tur.~ 
.tu si existe fE E(R1 ) tal que f{P) = P'. En particular, podemos 
analizar triAn~ulos y obtener los conocidos criterios de igualdad (o 
mejor, congruencias). En cambio utilizando Slm{R1 ) podemos obtener los conocidos criterios de semejanza. 
Este punto de vista, en nuestra opinión, reviste gran im~ortancia pues todo se logra a trav~s de los números complejos y adem~s de eleme~ tal resulta natural. · 
i. GRUPO DE TRANSFORMACIONES 
Sea X un conjunto no vacf o; St 11 ama .t'latth 6Mmaci.6n sobre X (o en X, o de X) a toda apllcaciOn f: X-+ X bi.tjecü.va. Por ejemplo ldx 6 Id .. O lx ~f.inida por ldx(x) " x , V .x E X, es una transformación, la -llamada transformación i.dtUt.ttddd. · 
Con Tran(X) denotaremos la totalidad de transformaciones de X. 
Si f,g E Tran(X) podemos definir la composlc!On de f con g: 
f.g : X _. X 
{f.g)(x) •. f(g{x)) V X E X. 
Adem~s siendo cada fE Tran{X) blyectiva est~ definida la transfor macfOn Inversa f- 1 E Tran(X) por: 
f- 1 (y) = x- f(x) y 
La composición de aplicaciones es asociativa y define sobre Tran(X) una estructura de grupo: e 1 gJUtpo de .tlt.a.•u 6o1Un<l.ci.on e.6 de X. (Supondremos al lector familiar cori la definición y propiedades b~slcas de grupos). 
1.1. Ejemplds 
1) Sea X " {1, 2, ... , n}. Entonces Tran(X} se denomina el giLUpo ld..mUJúCJJ de grado n y se denota por Sn. Los elementos de Sn suelen d~ notarse por matrices 
·, ' 
Debajo de cada 
f E s, es 
2 
f(2} 




f(i) por f. Por ejemplo sf 
-· 
f(l)•2, f(2) • 1, f(3) • 3 escribimos 




resulta: f o g = e 2 ~) 3 
g o f 
m (~ 2 ~) r-• Be 2 !) g-• = ( ~ 2 ~) 2 1 1 
Este ejemplo de grupo de transform~ciones es de gran importancia 
en la teorta de grupos finitos. 
2) Sea X • R2 el plano. Ser~ nuestro propósito estudiar no 
Tran(R2 ) que es grupo demasiado grande y carente de interés geomt!tr.!_ 
co, sino algunos subgrupos del misrno. (Por ejemplo es bien sabido de 
la teorfa de números cardinales que es posible definir una biyección 
de un éuadrado con un lado del m1smó. Esta biyección puede extenderse 
trivialmente a todo el plano. por lo tanto en esta "geometr1a" un cu~ 
drado y un segmento son objetos equivalentes. Se ve entonces que no 
podremos 1r muy lejos, o como dlrfa Jarvis, esta Geometrfa no tiene 
porvenir). 
·En nuestro estudio R1 ser~ un plano coordenado, identificado a 
la totalidad de números complejos a+i.b, a, bE R en la forma ha 
bitual: (a,b) -+'a +i.b, que llamaremos Pia.tw el~ Ga.LL6~. 
1.2. Distancia en ft 1 
la distancia euclidea entre dos puntos x,y 
la identificación de R1 y C, el valor absoluto 
mos tambi~n por 
d(x,y) "' lx -yj 
S 1 x • a + i . b , y • e + i . d se ti ene 
d(x,y) • /Tia- c) 1 + (b- d)TT 
de R2 es, luego de 
1 x ,.. y 1 , 1 a denota re 
'· 
la teorfa de nG~ros compleJos nos penm!te dar una condición ana 
tttica de la noci6n de perpendicul~ridad. 
15 
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Saberros que si z es un número complejo éntonces l.z es el nbmero 
complejo de argumento arg(z) • -;- • por lo tanto es un vector perpen-
diculár a z: 
(a+bi)·i =-b+a·i 
Esta observaci6n nos lleva a formul~r el siguiente teorema: 
TEOREMA l. Sean z1 • .a. + i ·b• • z, • .&2 ¡ l·b2 • LM concUU:onu ~.igtúen.tu ~on tocúu ~u.iva.lentu vWte <\.l: 
.i) 1 z. + z, 1' • 1 z. 12 + 1 z, 1 J 
.U) lz• - z, 1' . 1 Z¡ j2 + 1 z, 12 
W) t •• i, + ·z. • z, • 2· (a, · a2 + b, . b, ) • o 
.iv) a. ·a1 + b. ·b, • o 
v·) Existe rER tal que z. • r·i·z 2 6 z, .. o. 
'oEMOSTRACioN:· 'Basta utilizar la siguiente relación: 
En base a este teorema defin1mos 
1.3. OEFINICION:. z1 1 z2 • (z1 M pvtpV1CÜcu.l.M a z,) si z, y z2 
verifican las condiciones equivalentes dadas en el teorema l. 
1.4. DEFINICION. Sean z1 1 z, w, 1 w, en e. Sea r1 : .. recta 
determinada por z1 • z1 y r 2 " recta determinada por w1 y w2 • 
Se dice que r 1 es perpendicular a r 2 (r1 1 r, J si z,- z1 1 w2 - w1 • 
Notar que. en general, si Zi 1 O, z,·:Z, + z1 ·z2 = 2·1,z,l·lz,j cosB ,. 
con O el .1ngulo fonnado por los vectores z, , z1 • En efecto, esto 
se sigue del Teorema del Coseno: 
lz, - z, P • lz,l 1 + lzd 1 - 2·lz.l·lztl'cos IJ 
y de la re1ación 
lz, - zd 1 
Note~os tambi~n que 
si z1 • a1 + i · b, 
no ~! otra cosa que la expresión complej~ del producto escalar or~ina-
rio en R1 • ,, 
i.5~ Ejerc1cto Preparatorio: 
Interpretar el valor ~ ( z, . z1 h .z.). 
1.6. Ejercicio 
Sean z1 , z1 en C. Probar que (z, - z1 ) 1 (z1 + z1 ) si y sólo si 
Iza 1 • lz1l· Interpretar geométricamente. 
2. RECTA Y CIRCUNFERENCIA 
Uallemos la expresión compleja de las ecuaciones de la recta y la 
circunferencia en R1 • 
Sean w E t, w 1 O y r la 1-ecta de R1 detennlnada por el pu!:l_ 
to le y de dirección perpendicular al vector w. Es claro que r coin-
cide con la totalidad de z que satisfacen 
o sea 
o sea 
y en general 
(z-z0 )1w 
( Z - Zo) • w + ( z - lo) • w "' O 
z·w + z·w - (zo ·w + zo ·w) =.0 
z,u + Z•U + r a 0 con rE R 
·es la expresión compleja de la ecuactcm de la recta en R1 de dirección 






B·i ~ s.z • e • e ~ o 
con B, c. complejos. 
? .l. Ejercicios 
f. Sean 
-Z•U + Z·U ~ r 
Z•V + Z·V + S 
o 
o 
con r. s en R • las ecuaciones de dos rectas r, y rz 
respectivamente. Probar que r 1 1 r, si y sólo si 
U•V + U•V ., 0. 
ff. Tres puntos 2 1 ,21 ,z, {o mejor, suo; afijos en el plano 
se dicen cotln~~ o atineadai si est~n contenidos en una 
misma recta. Probar ln equivalencia de las condiciones si-
guientes: 
a) z. ,z, .z, son coHncales. 
b) Ext,ten reales r, ,ri ,rl tales que: 
( r 1 • r 2 , r, ) ~ {O, O, O) , r. + r1 + r, = O y 
ra•Za + r,·z2 + rJ-Zl =O. 




11i. Probar que si son tres puntos no c.o(..l.ne..ttu. C.!:!, 
existen reales r. ,r1 ,r, (y ademtis tonces paJU:t todo 
·o~icos) tales que 
2 E e 
y 
Sean ahora z0 E C y r E R>o . La el re un fercnci a de centro z0 
y radio r es 
( z 1 lz - Zo 1 = r ) 
o sea, 
(z-zo)·(z-zo) "r' 
y podemos escribir 
Z·Z + {Z·-Zo + z·-Zo) + lo·lo- r 1 O 
· M.1s generalmente una ecuación del tipo 
(A+Á)·z·z + ll·Í + 0-z + C + C O 
-~ 
con A, B, y C números complejos que satlfacen la condici6n 
B·ii- (A~A) • (C•C) >o. 
es la ecuación general de la circunferencia en forma compleja de 
r--:--~~: ~~. (C ~ C) si A+ A ¡1 o·. centro -B y radio A+A 
Si A A "' O . se obtiene la ecuación de la recta como vimos 
mAs arriba. 
3. ISOHETRIAS 
Sea ~ (Identificarlo con C) dotado de la distancia ellclidea: 
d (X ,y) = 1 X -Y l 
3 • l. DEF 1 N 1 C 1 ON 
,, 
lina .tlt.an.& ~o11mación f de R 1 se di ce una ..U.ome-búa (o una trans · 
formación ~gida) si 
d( f(x), f(y)) ,. d( x ,y) 
o sec1 f preserva la distancia en R1 • Por ejemplo Id= ldR1 = I, 
la transformación ldP.nlidad, es una lsomr.tr1a. También -I: (-J)(x) 
• -x es una fsometrta. Sea E(R1 ) la totalidad de isometrfas de 
R1 (respecto de la distancia euclídea, bien entendido!!). Un sencillo 
ejercicio nos permite ver c¡ue E(R1 ) "~ un !J'W¡_"I(, (subgrupo de Tran(R1 )), 
que llamaremos el !J'Wpu C'ucl.i.deo ele R1 (respecto de d{x,y) = jx -yj). 
lo de "sencillo ejercicio"e!icm-r-ccto, 
formaciones son bi!fect{vcn. fntonccs, datla 
que r-• E Tran(R1 ) y es muy f~ci 1 ver c¡ue 
dado que nuestras trans-
f en E(n 1) estAclaro 
1 r-• (x)- r• (y)l = lx-yj 
Proponemos al lector en cambio probar· que si f: R1 _ .. R1 es una "apl.!_ 
caci6n" que satisface 1 f(x)- f(y) 1 = 1 x- yl , cualesquiera sean x,y 
en R 2, entonces f es una biyecci ón de n 2 • 
3.3. Ejemplos 
. 
l. Traslaciones. Sea a E C y denotemos con r 3 C ~ C la 
transformación 
r0 (z)=z~a 
Nolar que r 0 • Id y adcm~s 
T .. r.r •r·r 





r · r ~ 1 d 
a -a 
A la transformación r
8 
la denominarnos la ..VUV.lau6n de R1 Hgún 
a. la totalidad de traslaciones forma un subgrupo conmutativo de 
Tran(R2 ). la denotamos con T(R 1 ). Adel}l.\s r
8 
preserva la distancia 
eucl idea: 
Ir (x)- T (y¡l "lx +a- (y+a)l = lx- Yl a a 
Se sigue entonces que T{R2 ) es un subgrvpo de E(R 2 ). 
2. Rotaciones. Sea O< 8.<211. La multiplicación por el compl~ 
jo e 18 produce sobre cada complejo z una rotación de argumento 8 , 
en sentido contrario ~ las agujas de un reloj de pared. Sea pues 
p 8 :C-+C 
p 8 ( 2) iB • e • z ( cos 8 + i sen 8) · z 
Notar qUe 
V z 1 , Z2 E C 
si r E R 
Se ve fácilmente que la totalidad de rotaciones Po alrededor de C 
forman un subgrupo conmutativo de E{R2 ). 




Eñ general HO ~on la misma transformación, vale la igualdad 
p • T E T 8 a P0 (n) 
En efe.cto, 




! Notar que si f • r • p entonces 
n 





S se obtiene por composicióri de: r 
(l ) 
-
(1) rotación de -~ que lleva la 1·ecta a coincidir con el eje 
real. 
(2) conjugación 
(3) rotocl6n de ~ 
Notar-que en particular si • • O se obtiene la conjugación: z ~ z. 
21 
r, •. , 1 • , 
3.1. Ejercicio 
Sea a;. O. Sea r la recta por el origP.n, perpendicular a a. 
Probar que 
- -a· z +a· z 
.a 
es la simetrta de R1 respecto de la recta r. Hallar una expresión 
analoga para la simetrfa de R1 respecto de una recta determinada por 
dos puntos 
-
... ----· ..... -----------
22 
4. RO'rACION ALREDEDOR DE UN PUNTO CUJiLQIIIER/\ zo 
p • z -+ l- Zo - eiO · (z ·· ln) ·• eiO · (z- z .. ) + 7. 0 o. zo. 
/- f, 
( 7. z,/ ,) 
. ··n 
o sea 
p 0 , zo ( z) e lO • z + Zo • ( 1 - e i 
11 ) 
5. SIMETRIA RESPECTO DE UNA RECTA DE PEIIOif.NTE tg 1> Y QUE PliSA POR z~ 
(t) (J) 
z -- z -lo 
(• ) 
e 2 ~i · (i-::-1~) --• e 2 ~i · (z- z o) + zo 
(1) es una traslación que lleva la recta al origen 
(2) es la simetrfa respecto de la recta trasladada. 
(3) es la traslac.ion'al punto ot'lginal z0 • 
PROPOSICiON: Sean a,(J E C , con 1('(1 = l. lnó tltalll>6n!tmnc.-<.onu 
1) f(z) az + !J 
11) f(z) .. az + (1 
.6on .Uome-tlúlt6. En .pa!Lüc.uilt.'t (cu, tlicut~6o'Un,¡c.<·<"IIC.<I p-'l(:c,~denú·-~ 1 a 5 
6on .Uome-tlútv... 
'··.·;¡ ..• 
"' • .. 
. . 




Sea G la totalidad de fsometrfas de los tipos 1 y 11. Probemos 
que G es un subgrupo de E(R2 ). Denotemos con l ( resp. i 1) 1 as 
transformaCiones de los tipos 1 (resp. tipo 11). Debemos verificar 
que: 
e 
II e 1 1 
1 . 1 1 e 1 I 
11 11 e 
¡~• e 
ii -· G: I 1 
Por esto entendemos que si, por ejemplo, f 1 E · 1 y f2 E 1 · 
,, 
entonces f 1 • f 1 E 1 ; f, E I y f 2 E II entonces f 1 • f 2 E II, 
etc. 
Pero esta vertffca~10ri es sencilla y la podemos dejar como E!Jer. ' 
cicfo. 
El resultado fundamental a probar es la igualdad 
que nos da una descripciOn completa y sencilla de E{R2 ). 
4. Transformaciones ortogonales. 
Sea o E E(R2 ) 
DE FIN IC ION: Di remos que o es una bro.tM 6oJtmau6n ol[.lj)gonal si 
o(O) "'O , o sea, fija el cero. 
la totalidad de tran~fonrtaciones ortogonales de R1 la denotare 
mos con O(R2 ) u 0(2) J Es claro que O(R1 ) es subgrupo de E(R1 ). 
Se denomina e 1 gllupo oJLtogonal de R1 • 





V z EC, lo(z)l • lzl (En particular lo(l)j 
o(z.) ·arz;T+orz;-T·o(zl) 
z1 1 z2 - o(z 1 ) 1 o(z 2 ) 
- -
= Zr • Z1 + z, 





i) lzl • lz -01 • lolZ)- o(O)I '"!o{z)l. 
H) 
• ZJ ) • 
Por otra.parte, en forma analoga 
Comparando.ambas expresiones resulta fi ). 
iii) Se sigue de 11) y Teorema l. 
TEOREMA 2. 
o E O(R1 ) - o u R-Lút11.al., o Ha 
o(z1 + z2) • o(za) + o(zd 
o(r·z) • r·o(z) V rE R. 
OEMJSTRACION: Puesto que 11 f se sigue o(!) 1 o(i) por lo tanto 
o(l) y o(f) genvuut C en forma analoga a como lo hacen 1 e i. Es decir' V u E e existen 11n.ic.o~ ll.(•.a.te.6 r y S tales que 
ti • r · o(l) + s · o(i) . 
Sea.entonces 
a,b E R. Podemos escribir 
o(z) • r·o(l) + s -o(i) r, S E R. 
Es nuestra 1ntencf0n probar que r • a y s • b. 
Notemos que 11 1 .. o(l). o(l) +o(!)· o(!) =O. Entonces 
2a " 1 • z + I · z • o ( 1) · ;;rl) + OTTl · a ( z) 





2b .. -{1· (TZ) + l·(iz)J "-[t ·z + i ·z) -i·Z + i·z 
.. o ( l) . O{Z) + O[í) . o ( z) 2s 
por lo tanto 
a • r y b = s . 
Probemos ahora la linealidad: 
Sean z1 • a + bi z2 " e + di 
o(z 1 + zl) "o((a +e) + (b +d)i) (a+e) o(l) + {b+d) o(!) 
., a o(l) +e o(l) + b o(i) + d o(i) 
• o{a +bt) + o(c +11) = o(z 1 ) + o(z,) 
An&logamente o(r·(a+bi)) = r·o(a+bj). El teorema queda demos 
trado. 
Volvamos ahora al estudio del grupo e~e)ideo E(R2 ). Notemos que 
si fE E(R2 ) existen a, ~ E t tales que 
r . f E O(R1 ) y f . T tJ E O{R1 ) a 
En efecto si f(O) "' a t!ntonces 
T 
-a f satisface r -af(O) o 
y si f(~) • o se tiene 
f . '/1 sat!Hac!e f ·r 11 (0) =O 
Por lo tanto todo elemento de f E E ( R2 ) se escribe 





Adem~s en cada caso la escritura es única. En efecto de 
se sigue 
o sea 
' f ., 'ce. P .. 'a' . P' 
• r , {O) "' a' 
a 
'a • 'a• y obviamente p • p'. 
eoNeLUSION: 
Todo elemV'tto de. E(R1 ) u p1toduc.to (o Ha compol>.ic..Wn) de. una. .tlta..l>i~ 
cJ..dn po 1t. WUl .t.ru:m.6 6 o 1tma. c..Un o Jtt.o g o no..l. 
Probamos ahora el resultado fundamental 
TEOREMA 3, f E E(R1 ) ¡,,¿ 1J MtD ¡,,¿ u-<Ate.n cx,fJ E e, !al "' 1 ~ 
.tu que. uno IJ 1>6l..o uno de. loó ca..t>ol> úgu.ün.te.t. he ve!Uó.tca: 
1 ) f( z) .. az + fJ V z E e 
11) f(z) a -nz + fJ y z E e 
DEMOSTRACION: Sea primeramentl! o E O{R2 ). Sea o ( 1) "' a, 
Entonces lol " lo ( 1) 1 . 1 y adem-'s 1 1 i - alo(i) .. 
~ •(i) .. 1 ex 
6 pues In ( i) 1 l. 
o ( i) • -1 a 
\ 
L, u • <'ll) o ( i) o 
6 
v··· 
o o o 









r:':·~ ·. ¡r 
1 • 
.Por lo tanto (segOn lo visto) 
aa + ba i 
/ 
. o(z) • o(a +bt) • aa (1) + bo(l) " (> 
~. 
aa- ba 1 ., ·a· z 
a a. z 
Volviendo al caso general, si f(O) • P resul tl! 
{ r_~ • f) e O( R1 ) 







at + fJ 
Quod Erat Oemonstrandum (Q.~.O:). 
DEFINIC-iON: Sea f e E (R2 ). Di remos que f es una .ú.om~ ciUt.ecta. 
de R1 si es de 1 tipo 1 en e 1 teorema e ¡nveMa en e 1 caso 1 l. 
la totalidad de isometrfas directas de ~ forma un subgrupo 
de E(R2 ) que denotamos con E(R2 )+. 
5. ALGUNAS CONSECUENCIAS. 
5;1. Toda isometrfa de W preserva rectas y circunferencias. tn efeE 
to. basta tomar la expresión general hallada en la sección 2. y 
verificar que. :reemplazando 2 por f(z) "' ('(• z + fl «> 
f(z) • a· z + P • se obtiene una expresi6n equivalente, Dejamos 
'los detalles como ejercic;io. 
5.2. Sea g e Sim(R2). Existe entonces rE R tal que 
>O 




f definida por f(z) " r- 1 • g(z), z E e es una isometrfa. Por· 
lo tanto tfene una de las formas halladas en 4. Podemos concluir 
que: g E Sfm(R2 ) si y s61o si existen a,¡J en e, a 1 O ta-
les g(z) • a· z +fJ ó g(2) • a· i ~{J. En el primer caso deci-
mos que g es una simllitud eüJr.ecta. y en el segundo, optle-&t.a. 
5.3. Sean z, • Z¡ ; w, , W1 en e , tale:; que 
Existe entonces una única lsom(!tda rü.Aec..(a. (resp. inversa) f t¡¡l 
que f(z¡)•wi 1: .. 1,2. 
En efecto, basta resolver el problema lineal: 
de donde 
w1 = a · z1 + ¡J 
a a W¡ - W¡ 
Z¡ - Zt 
Notar que la hipótesis implica lo:! = l. 
0: ~~. - 0: • z 1 
En forma analoga procedemos en el caso inverso. 
5.4. Sean z, , ••• , 20 E C y sean r, , ... , r 11 E R . Proponemos a 1 1 ec-
tor a manera de ejercicio ifll)ortante probar que: sf f <=: E(R') 
y si r, + ... + rn = 1 entonces 
f(r, · Z1 + ... f r 0 • Z0 ) = r, · f(Zr) + ..• + r·n · f(l 11 ) 
Decimos que f es una .tlta.M~o1Utlau6n a6<n. 
Sean ahora z, , 22 , z, tres puntos 110 aU_ur;trlo-!> (V~ase ?..1). Proh~1 
remos coroo aplicacf6n del resultado precedente que si f,c¡ son dus 
1 so me t rf as t a 1 es que f ( 2 iJ .. g ( z i ) s 1 1 : 1 , 2 , 3 en trlll r: é s f = g . 
En. otros _t~rmf nos, toda. .U.omw.l.a. queda. wúvoc.mnenle de.trl¡,rtilr1trl<1 po' 
l.niJ va.toltU que toma en lo.& vln.ü.c.u. de W1 .t:t-idnguio. En rilrtÍ(tJ]at· 
;si una fsometrfa fija los tre~ v~rtlces de algún tri<1ngulo, es la 
fsometrfa identidad. El hecho que 21 , z,, ZJ no estl!n alineados 
fmplfca-que CJ.ULlqu.lVIil sea z E e existen reales r 1 , r 1 , r·, tales • que r, + r 2 + r, • 1 y 2 " r 1 • 21 + r 1 • z1 + rJ · z, ( V~as e 2. 1) . 
Podemos entonces aplicar él tesultado precedente y obtener 
f(2) • r 1 • f(z¡) + r 1 • f(z 1 ) + rJ · f(zJ) 
.. r 1 • g(z,) + r 1 • g(z,) + r 1 · g(zJ) 
,.. 
.. g( 2) 
cualquiera sea 1 E C. Es claro que entonces f a g como quer1~; 
mas demostrar. 
5.5. Sean Z¡. z, .. 2) distintos entre si; W¡. w,. WJ en e, distintos 
entn! sf. la condtci~n necesaria y suficiente para la existencia 
de una stmt1ttud g !al que g(z 1 ) = w1 si :.;1, 2, 3, es 
6 
Dejamos su demostración conYJ ejercicio para el lector. Observar 
que la condlci6n precedente equivale a un conocido criterio de 
semejanza de tri~ngulos, Lcu~l7 
5.6. Sean a, b, e números complejos. Nos planteamos el problema de 
determinar en· qu~ condiciones sobre a, b y e existe una isolll!:. 
trfa directa f tal que f(a) = b, f(b) = e, f(c) = a. Es cla 
ro que si una tal tsometrta existe, el tri-'ngulo de vl!rtices los 
afijos de los complejos a, b, e, es equilatero: 
(1) 
( 1 1 ) 
1 a- bl lf(a)-f(b)l: lb-el~ lf(b)-f(c)l =le-a! 
.Podemos suponer sin pl!rdlda de generalidad que a! b 1 e 1 a. 
Escribamos f(z) to a· z +O 
c"'a~b+tl 
a:tt!c+#l 
y por lo tanto la relAción 
b-e ~-b 
a-e c-a 
Se tienen las Igualdades 
equival~e a la vei a la identidad 
a1 • b1 + c1 - a·b - a·c - b·c = O 
¡, 
Supongamos ahora rectprocamente, que los complejos a, b, e sa 
tisface" la Identidad (1') o su equivalente (1). Sea la transfor 
mac10n 
f( z) "' b-e • z + (b -~ • a) 
a-e a-o 




La f asf definida es (a priori) una simi 1 itud, pero satisface 
f(a)sb, f(b)•C y f(c) • a 
como el fector puede comprobar. Puesto que f) " Id. se sigue 
que el escalar 
b - e 
a- e 
.es una ra1z cúbica de la unidad, luego tiene mOdulo 1 y f es 
entonces una isometrfa. Hemos probado que: Tres complejos a, 
b, e de.tVU!tÚUln un .tA..úfttguto t..qu.ilJU.VW ú. IJ 116lo 11.i. MUA 6a.ce.n 
La. c. o n dlc.Un : a2 + b2 + c2 - a· b - a· e - b ·e • O. 
. Otras condiciones, equivelehtes a la dada, aparecen en los ejer-
ci c1os. 
6. PUNTOS FIJOS.· 
En la teorfa general de grupos de transformaciones siempre interesa 
considerar los ·.subconjuntos dejados f 1 jos por un a 
nos interesa determinar para c~da transformación 
transformación. O sea, 
f E E(R1 ) la totalidad 
de puhtos z E R2 tales que 
f(z) " z. 
Es claro que si f fija un único punto, f sera una rotación alrede-
dor del mismo, y si f fija exactamente una recta serA una simetria res-
pecto de la misma. 
LQu~ pasa si f no fija ningún punto de R 7, o también, Lqué trans 
formaciones no fijan ningún punto? 
Las traslaciones "a • 01 1 O no fijan ningún punto, pero veremos 
otras transformaciones que tampoco lo hacen. 
6.1. Puntos fijos de una isometr1a directa. 
Sea f(z) • a z + {J lal • 1 
z espunto fijo 
-
z • f(z) .. az + tJ 
-
(1-a)z "11. 
Entonces si 1-a 1 o • z tJ único pun..to 6.i..jo de f' f es }-a 
una'rotaciOn • .. 





6.2. Puntos fijos de una lsometr1a Inversa. 
f(z) .. ai +11 jaj a 1 
z e:; punto fijo 
- z. a z + {J -z.,cxz+ p • 
Por lo tanto eliminando -cxz resulta 
-
-a z " a· ex z + a{J 
O .. (1-aa)z • 11 +a4. 
St fJ + aft 1 O entonce~ f no tiene ningún punto fijo. 
Si fJ +ex~ "'O, fJ ~Oto:"- _f_ o sea, p 
- z es de e 1 r 1 fJ z: + : {1 i- {1/1 " o que es una 11.ee-ta 
de puntos fijos (ver 2.1). Se trata entonces de una simetr1a. Si 
fJ .. O escribimos 
l.Y·z+-r·z .. o 
ex ,. - 1. pu~s 
'Y 
por el origen. 
la! = 1 , f fija la recta 
6.3. OEFINICION: Se tlenomfna Jte6t.eU:6n du.Uza.n_te ("glide reflexión", 
en Ingle~) toda transformación f que es composici6n de una sime 
trta (o reflexión) con una traslación 
r. 
las transformaciones dgfilas de R son pues de los tipos: -Ot.a.6-
t.ac.lonu., Jto.tac..i.onvÁ, ú.m~ o lte6t.ex.Wnu. du.Uza.n.tu. En efecto 
sea f una tsometrfa, entonces si f tiene puntos fijos ya sabenios que 
es rotación o stmetrfa; si no tiene puntos fijos se puede compone~ 'con 












T{J • f "' g . 
' Coino g fija un punto es rotación o n?flexión, por lo tanto 
f "' f -{J • g 
es traslación o reflexión deslizante. 
6.4. Ejemplo. Sean Pt "Po,z, 
z1 y z2 , y argumentos 0 1 , 0 1 
rotaciones de centros 
n?spectivamente. 
Pregunta: lqu~ es p, ·P2 1 Sea z, 1 Z1 (el caso z1 " Z1 es f~cil). 
Escribamos 
·o ·o 
Pt ( z) " el 1 · t + ( z 1 - e 1 1 · z • ) 
entonces 
(pl ·p,) (z) i(O, -+6,) ( ) i0 2 i(8 1 +0 2 ) .. e · z + z1 - z1 . e + z2 - e · z1 
por lo tanto, si 0 1 + 02 .. 2k~r se tiene una •traslacH>n". 
A 
B 
Supongamos 8 1 + 01 ;. 2kll'. Se tiene entonces una rotación de 
81 .+. Oi alrededor del punto 
( ) i0 2 i(0 1 +6 2 ) z1 - z2 ·e + zh - e · z 1 
1 _ e i ( 1 iZI 1 } 
Observando el dibujo vemos que B es punto fijo de la rotación p 2 • P1 
;y. A es punto· fijo de la rotación p, • p, . 
6.S. Ejemplo. 
y r, . 
Sean Sr1 , Sr, simetrtas respecto de las rectas 
l.Qué es Sr · S 1 1 r1 




T As ·S·po 
GomposiclOn de una rotación y .una simetda: S·Po 
son 1 os puntos en 1 a fl gura, 1 a transformación 
es una stmetrfa S'. Por lo tanto 
Sea O ff. r , O < O < ,.. 
o 
Analizar tambi~n los casos O E r , o "'11' • 
7. ORIENTACION EN R2 
JJ 
8 
Sean z1 , z, , z, E C. SI los afijos de estos puntos en el plano ,, lt ' • ' 1 • ,, 
de Gauss no est~n alineados, determinan un triángulo. Establecer una 
orientación en este trl~ngulo es dar un sentido de recorrido de los 
v~rtices. Hay exactamente dos formas, segGn se recorra en sentido de 
las agujas de un raloj o en contra de las mismas. Un .t.Jt..úi1tgul.o· o.rúe.n-
tado es un tri~ngulo y un sentido de recorrido. En esta sección quer~ 
mos dar una condlc16n ana11tica de orientación y mostrar que en 
Sim(R2 ) las diheciah son las que preservan la orientación de los 
tri!ngulos mien~ras que las inversas la cambian. Esto justifica pues· 
la calificación dada a las similitudes. 
La idea es explotar las propiedades d~l determinante, 
J..l. DEFIHICION 
1 z. ' z, ' z, 1 1 
1 
1 




necesaria y suficiente para la col inealidad de z, , z1 , z1 • Daremos~ 
aquf una demostración de este hecho. Comencemos por enumerar algunas 
pro pi edades de 1 z1 , Z1 , z, 1. que son consecuencias inmediatas • de pro-
piedades elemerytales de determinantes y cuya verificación dejamos a 
cargo del lector. 
1. Sea {1 E C, entonces 1 z, + /1, z1 + /1, z, +PI • ( z1 , z1 , z1 ) 
(Invariancia por traslación). 
iv. Si i 1 ,1 1 ,i3 esunatrasposici6nde 1,2,3 (osea,unape!. 
mutación que fija un fndice y permuta los dos restantes) entonces 
lz1 , Z1, z,t a -lzi,' z12 , zi,t 
Se sigue de iii. que 1 z, ,z1 ,z, 1 es un co¡nplejo .iniag.úta.Jt.to pulw, 
o se'a ~ de 1 á 'fprrna 
1 z1 , z, , z1 1 .. r · i con r E R . 
· Podemos h~blar, por abuso d9 lenguaje, de la signatura de 
1 z1 ,z1 ,z3 ¡ r'efiri~ndonos a la signatura del número real r cuando éste 
es~ O (Caso de puntos no alineados). Se sigue entonces de 1., 11., 
111., que: 
a) una isometrfa ciúr..eeto. preserva l11 signatura de 1 z1 ,z1 ,z, 1. 
b) una f sometrfa .úlve.Ma · camb fa lll s 1 gna tura de 1 z1 , z1 , z, 1 • 
Mas generalmente, en a) y b) isometrfa puede cambiarse por similitud\! 
Analicemos el valor de r. Puesto que dicho valor es invariante por 
traslaciones podemos suponer (SPG) que, say, z, • O. Puesto que· también 
es invariante por rotaciones podemos suponer z, ~ea! (o sea z1 • z1 ). 
En esas condiciones se tiene: 
1 z, ,z1 ,o1 . Z1 • ( Za -id "' 2 ·Z1 • Z¡ - Z¡ . la ·Z1 - Zt • Z1 a 21 . i 
-
es decir r • 2 • Z1 • Z¡ - Z¡ 21 . 2 . 21 · lm( z1 ) 
donde Im(z 1 ) : ... parte imaginarla de z, 
Pero entonces un examen geométrico de la situación nos dice que, r = 2 
veces el área (orientada) del paralelogramo de base z1 y lado el vector 
Z¡ • 
Se ·sigue en·particular que los puntos estAn alineados si y sólo si el 
~rea·es nuia, o sea, si r '"O. 
Im( :.: 1 ) 
Im(z¡ ) 
.Noteroos de paso que poderros dar ahora una respuesta a 1 Eje rc1 e: i o 
1 . - -
1.5. donde pedirros analizar el valor y·(z,·zl-z1 ·z.). Se tiene .. 
1 1 - ) 2 ·lt. ,:z,,OI a z ·(z, ·z1- Z1·Z 1 
• Area (orientada) del paralelogramo de 
· 1 a dos z, , Z1 
• doble del Area (orientada) del triAngulo 
de v~rtices O, z1 , z1 • 
7.2. Nota. En lo anterior hablamos de Area (orientada), lo hacemos en 
sentido "nafve", ei decir tratando de poner en evidencia el hecho 
que el número obtenido no es un número positivo o nulo, como corres 
ponde a un "~rea". Seda tal vez m~s preciso decir "Area con signo" 
Pero el signo es a la pbst~e él factor de orientación. 
Sean finalmente z, ,z1 ,z1 complejos en un cierto Orden. Sea 
rE R la parte imaginaria de lz, ,z1,z,l . SI los complejos no 
estAn alineados, es r! O. 
1 .3. DEFINICION. Oiremos que z1 ,z 1 ,ZJ es una .tV!na po.s.Lti.va. (u orien-
tada positivamente) si r >O. Y correspondientemente una .te.1u1a. 
negdtiva. si r <O. 
Puesto que toda terna es equ1valente por isometrfas a una de las 
cuatro siguientes posibilidades de O, z1 , z1 se sigue por observación 
que una terna es positiva si y ~61o ~~ el sentido de recorrido coincide 
con el del movimiento de las agujas de un reloj de pared. 
7.4. Ejemplos 
1. 1 o ,1, il • 'f - 1 • -2 . i (terna ne9a ti va) 
H. 11,0 ,q " 2 . i (terna positiva) 
i i l. 1 o. -1, i 1 " -10,1 di 2 . j (terna positiva) 




l. 1\nallznr las siguientes tr<~n~ rormM: innr~ en el plano ·de Gauss, 
según las prop1edadr.s dh sP.r slmililurlr•s, isometrfas, Detenninar 
2. 
puntos fijos. 
a) f(z¡ i . 7. f) r \ .') (l+i¡l-i)·z +(1-i¡ 
b) f ( z) -i • 7. 1)) 1 ( 7) i . z 
C) f(z) j • z + 1 h) f ( l) .. l _, i 
d) f(z) -z i ) t ( 7 ) ( z + l) 1 i 
e) flz) z + j) f(z) i. 1 j 
Interprete ge omé tri Cllmrn te l<~s ~ i glti r~nlr.~ ', 1 m i 1 i t lj el r. S : 
a) ftz) r · z + fl . r E:' R, r 1 O ,1 
(E_~: horno tecla de centro {l 1 ( 1- t•) y r·.1 zón r ) . 
o) ft z) = a · z a 1 o 
(Re: rotllciones dili\tad.1s b e>¡nr~ladas). 
es un subgrupo abellano e 1nva1·ianle de E(R 1 ). 
rlante en Slm(R1 ) 7 (Un subgrupo invariante en 
¿Es subgrupo inv! 
Sim(l~1 ) ? (Un su~ 
grupo 1t de un grupo G se dice .inva.~ltHIÚ' o ll(l~ma.i en G si para 
todo h E 11 , g E G, g · h · g-• <= ll o tamt>i~n g · H · g-• e lt). 
4. Para qu~ valores de aC:C\{0) tien~ la sin11litud f(z) =a· z + (1, 
órden finito en Sim(R 1 )?, o sed existe un n.1tural m tal que 
fl1l"' Id. LQu~ similitudes f Silll~f.1cen f 1 =Id, es dec1r son 
.útvo.C.u.ü.vM? 
5. Probar que dados a, b, e E C · distintos entre si, sus afijos en el 
plano de Gauss son vértices de un tri.~ngulo equil.Hero si y sólo si 
satisfacen una de las condiciones siguientes (todas equivalentes en 
tre s 1). 
a) (ll-c) 1 +(e-a} 1 • (a-b) 1 =O 
b) 
e) 
(b-e} 1 = (e-a}·(a-b) lY an~log<~s: (c-a) 1 
e te.). 
(b- e)- 1 + (e- a)-• + (a- b¡-• O. 
(c-b}·(b-a), 
6. Probar que tres complejos a, h, e de li! ci1·eunferene1U unitari¡¡ 
son vért1ces de un tritingulo C!llll L'ilP.1·o 51 y sólo si a + b +e =O. 
7. Denotemos gen~rlcamente con: R: 
· T: • lraslaclbn. 
rotación, S:= simetda, 
·Mostrár exaustivamente con dibujos con~pos1c1ones tales tomO: 
RR, n,·, TR, TS, ST, SS, RS, SR, RRR, SSS. (Hacer silencio:) 
8. Probar que dos rotaciones R1 , R, conmutan (o sea R1 -R1 = R1 -H 1 ) 
si y sólo si poseen el mi~mo cent.r·o de rotación. 
9. Probar que toda r·otaci6n en 0(2) es producto de dos simetrías en 
0(2) pudiendo elegirse una de ellas en forma arbitraria. Se si-
gue que las simetrías en 0(2) grneJI.ll.ll 0(2). Expresar la rota-
ción en 0(2) de 30 grados como producto de dos simetrias, una de 
ellas respecto del eje real. 
lO. Probar que toda isometría en R1 puede escribirse como producto 
de a lo sumo tres simetrías. LEn que casos dos simetrías son sufi_ 
· cientes? 
11. Sein r 1 , r 1 dos rectas en R1 • Sean S1 , S1 las s1metrías res 
pecto de r 1 y r, 
(o equivalentemente 
res pe e ti vamen te. Probar que S, ·S, = S, ·S a 
(S 1 $ 1 ) 1 = Id) si y sólo si las rectas coi~ 
ciden o son perpendiculares entre sf. 
12. Sean S1 , S1 dos simetrías respecto de rectas por el origen. Pr~ 
bar que la composición ~ 1 ·S 1 es una rolaci6n alrededor del ori-
gen en un ~n9ulo igual al rl(dJ(e del ~ngulo que determinan las rec 
tas dadas. 
(Solución: Sea r 1 una recta por el origen de pendiente O¡ y an~ 
logamente r 1 con pendiente 0 1 • Sean S, ,S, las simetrias res-
pecto de las rectas r 1 ,r1 resncctivamcnle. Podemos suponer 
SPG : O< 11 1 < 0 1 < 2rr Se tiene 
Por lo tanto 
s, . s. ( z) 1 iiJ 1 -,. S,(e ·z¡ = e 1 i.O 1 . e -1 i0 1 • z 
2 i lo 1 -11, ) 
• e · z 
o sea una rotación pOt· o <.le 2(0 1 -0 1 )). 





14. Sea a • a+ f·b, si z "x + l·y escr1bamos 
bar que las ecuaciones f(z) a· z y g( z) = a· z corres-
~onden a l~s operaciones con matrices 
respectivamente. las matrices 
r ~ -bJ . . r a 
Lb a Lb 
con 1 • 
determinan completamente el grupo ortogonal 0(2). 
Extender estas consideraciones a E(R 1 ). 
15. Sea G C Tran(R1 ) un subgrupo oe transformaciones. Se dice que 
G oper'a ~vam(!Jt.te. en R1 si dados x,y en R1 existe 
g E G tal que g(x) ~ y. 




b) Sim(R1 ) . 
e) T ( Jt1 ) 
d) S1m(R1 ,0) :'" similitudes que fijan el O, 
e) Rot(R1 ,0) : "' rQtaciones de Rt con centro o. 
Defina Ud. otros subgrupos de E(R1 ) y an<1lice la transitividad. 
APENDICE 
9. SUBGRUPOS FINITOS DE E(R1 ) 
Oetermlnarerros primeramente los subgrupos finitos de O(R1 ) • Los 
grupos ctclicos en generados por una rotación alrededor del origen de 
2~/n son ejemplos de subgrupos finitos. Estos son todos conmutativos. 
Támbil!n una simetrfa S re~pecto de una recta por el origen genera un 
grupo de 6rden' 2. dado que S1 " Id. Recordemos que S f s •• SJ son 
simetrfas en O(R') entontes S, ·S1 es una rotación por el origen. 
Se sigue que si G no posee rotaciones ( 1- Id) entonces G .,(Id 1 6 
G = {S,ld} . Supongamos entonces que G posee rotaciones propias, es 
decir distintas de la identidad. 
Sea G un subgrtJpo finito de O(R1 ). Sea P = Po una. rotación con 
la propiedad que B, O <o< 211 . es ntÚ1-Úno entre todas las posfbl~s 
mtaciones propias contenidas en G. Dicha elección es posible dado 
que G es un grupo finito. Sea p' • PJ una rotación en G. Afi nna-
mos que 8' • m· B para algGn m E N. En efecto, existe m E N con 
la pro p 1 edad m o < o ' < ( m + 1 ) o Pero entonces la rotac10n 
p1·p-1 • p 0 , con 0 <o" a B'- mB < B, yace en G. ;,e sigue 
que B' • m B , y por lo ·tanto ·pm • p' • Sea entonces ~ el subgr~ 
po G generado por p. 6l. es un grupo ctcl leo de Orden, digamos, n. 
Si G • 6l. nada hay que hacer. Sea S E 6? \ G. S es una simetrf¡¡. 
Sea S' cualquier simetrfa en G; la cornposicl6n S· S' es una rol! 
c10n, Existe entonces 1 , O < 1 < n ta 1 que S·S' • pi , o sea ( t! 
niendo presente que s•- 1 .. S') s•· • S·pi (y ademh unfvocamente). 
Hemos probado que los elementos de O se escriben untvocamcnte corno 
productos S·pi .~on i "'{0, l, ... ,n-1). Notemos que siendo S·p 
una simetrfa s~ shtisface (S·p) 2 " Id. o sea, S·p = pn- 1 ·S , 
puesto que p- 1 • p 0 - 1 • 
DEFINICION: Un grupo finito G con dos generadores S, sometidos a 
las relaciones S2 • Id., p0 • Id.!, S·p • p- 1 , se denomina 
VJHEVRAl. Se denota con O~ 
Hemos probado entonces que 1 os subgrupos finitos de 1 grupo ol't~ 
gonal O(R1 ) son c.fclú:.o6: C0 , n EN o di.lte.dllilf.C!Á; ~, n EN. 
Geom!!tricam&nte O~ es el gt·upo de simetrlas dol polfgono reg~ 
lar de n lados con centro en O. 
Pasemos al caso r. e E(R1 ). Pt·obernos primerilmente que G {¡i_ja. 
un punto en R1 , es decfr existe z E R2 con f(z) = z cuaR.qu.üJta 
sea f en G. Sea x E R1 arbitrarlo y formemos la c.omb.inad611 a61.n: 
z .. !d&~(x) + ... 
n + f O { 12. • * · f 1 (X) + * · f 1 (X) + , .• + * ' f 0 (X) 
·sle11Jo G"' ( f, , ... , f
0
\ 
Siendo z una combinación a6Crt, para todo fE G e E{R1 ) y como 
pu11tual fzamus anteriormen.te {v!!3se 5.4), se verifica 
f(z) .. .!..f.f1 (x) .. .!..f.f1 (x) + ..• ~·-n1 .f.fn(x) n n 
pero tratAnllose de un grupo ffnlto, las composfcione::; f.f,· , ... , f·fn 
no son otra cosa que uría permutación de f1 , ... , f0 , luego f(z} = z,. 
coroo se c¡uerfa probar. Pero entonces 
r • 
-r; f. · r. E .0(2) l •. 1, ... , n . i: 
4o 
La apl tcact6n 
g _. "-z • g ·r :r: -1
 
a T :r; 9 • T Z 
es un isomorfismo de E(R1 ) sobre E(R1 ), o sea es un automorfismo, 
con la·propiedad que aplica G en 0(2), es decir 
G es isoroorfo a r~1 • G · 'z e 0(2} 
que es un subgrupo de 0(2) y que ya hemos clasificado. Se suele decir 
en la timninologh de la .teoda de grllpos que el grupo G es c.o11jugado 
a un subgrupo de 0(2). En dtHtntttvalos subgrupos finitos de i.some-
trfas spn cfcltcbs o dihedraies. 
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